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Пояснительная записка

Современное состояние науки и техники постоянно требует инновационных решений, т.е. постановки новых инженерных, технологических или научных задач и поиск путей их наиболее рационального решения. Поэтому важна способность каждого специалиста к самообразованию, к освоению нового, не заложенного в рамки стандартных учебных программ. Это умение – одно из наиболее ценных качеств современного специалиста наряду с его профессиональной подготовкой.  Поэтому каждый обучающийся обязательно должен научиться работать самостоятельно, если хочет стать широко образованным, думающим специалистом, умеющим работать с литературой, способным увидеть инженерную задачу, грамотно ее поставить и найти способ решения. Высшая математика в этом контексте важна не только как аппарат для решения задач в самых разных областях естествознания, но также и как общепризнанный инструмент развития логического мышления, позволяющий выработать навыки поиска решения не только чисто научных, но и практических задач. Она развивает способность видеть проблему и внутри, и извне, анализировать ее в разных аспектах и находить наиболее оптимальные пути решения. К сожалению, в течение последних лет количество часов, отводимых на изучение высшей математики, сокращается, и студентам все большую долю работы по освоению учебного материала приходится выполнять самостоятельно. Но уровень подготовки многих студентов не позволяет им успешно делать это. В помощь к процессу самостоятельного освоения курса высшей математики и создается это методическое пособие.  В начале каждого раздела приводятся теоретические сведения, затем разбираются примеры, после которых предлагаются задачи для самостоятельного решения.
 Следует отметить, что пособие носит обобщающий, справочный характер, поэтому не всякое приводимое утверждение или формула следуют из сказанного ранее. Однако логика изложения материала имеет своей целью помочь читателю составить стройную картину понятий, моделей и связей. Данное пособие может использоваться как в течение семестра, так и при подготовке к зачету. Разумеется, изложенный в пособии материал не исчерпывает всего разнообразия понятий и задач высшей математики. Представлены только самые основные и наиболее распространенные из них.
Раздел 1 Основные понятия и методы дискретной математики

Тема 1.1  Множества и отношения
В жизни часто приходится встречаться с различными совокупностями объектов, объединёнными в одно целое по некоторому признаку. Для обозначения этих совокупностей используются различные слова. Например, говорят: «стадо коров», «букет цветов», «команда футболистов» и т. д.

В математике в целях единообразия для обозначения совокупностей употребляется единый термин — множество. Например, говорят: множество чётных чисел, множество двузначных чисел, множество правильных дробей со знаменателем 5.

Термин «множество» употребляется и тогда, когда речь идёт о нечисловых множествах. Например, говорят о множестве диагоналей многоугольника, о множестве точек координатной плоскости, о множестве прямых, проходящих через данную точку.

Объекты или предметы, составляющие множество, называют элементами множества. Например, число 89 — элемент мнoжества двузначных чисел; точка В — элемент мнoжества вершин многоугольника ABCDE.

Множeства бывают конечные и бесконечные. Например, множество двузначных чисел — конечное множество (оно содержит 90 элементов), а множество чётных чисел — бесконечное множество.

Конечное мнoжество может содержать миллиард элементов, 2 элемента, 1 элемент или даже не содержать ни одного элемента.

Пустое множeство — это мнoжество, не содержащее ни одного элемента. Для обозначения пустого мнoжества ввели специальный знак ∅.

Конечные множeства обычно записывают с помощью фигурных скобок. Например, множество вершин пятиугольника ABCDE можно записать так:  {А, В, С, D, Е},  а множество двузначных чисел, кратных 15, так: {15, 30, 45, 60, 75, 90}.  В таких случаях говорят, что множество задано перечислением его элементов.

Множeства принято обозначать большими буквами латинского алфавита. Например, рассмотренные выше множества вершин пятиугольника и двузначных чисел, кратных 15, можно обозначить соответственно буквами К и L и записать так: К = {А, В, С, D, Е};  L = {15, 30, 45, 60, 75, 90}.

Для основных числовых множеств введены специальные обозначения: множество натуральных чисел обозначают буквой N (от латинского слова natural — «естественный»), множество целых чисел — буквой Z (от немецкого слова zahl — «число»), множество рациональных чисел — буквой Q (от латинского слова quotient — «отношение»).

Число -8 является элементом мнoжества Z. Иначе говорят, что число -8 принадлежит множеству Z. Это предложение записывают короче: -8 ∈ Z. Число 0,17 не принадлежит множеству N (не является элементом множества N). Для выражения этого факта принята следующая запись: 0,17 ∉ N.

В тех случаях, когда задание множества перечислением элементов невозможно (как для бесконечного множества) или громоздко (как для конечного мнoжества с большим числом элементов), множество задают описанием, указав его характеристическое свойство, т. е. свойство, которым обладают все элементы этого множeства и не обладают никакие другие объекты.

Зададим с помощью описания некоторые мнoжества.  Пусть А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}. Зададим это множество описанием, используя понятие характеристического свойства. Множeство А можно охарактеризовать как «множество всех натуральных чисел от 1 до 14 включительно», или как «множество всех натуральных чисел, меньших 15», или, используя знаки ∈ , < и букву х для произвольного элемента множества А, как «множество значений х, где х ∈ N и х < 15».

Операции над множествами
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Числовые множества
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Обозначение некоторых числовых множеств
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение понятия множества в математике.

2. Что называют элементами множества?

3. Перечислите виды множеств.
4. Какое множество называют пустым?

5.   Дайте определения понятиям «объединение множеств», «пересечение множеств». Дайте этим операциям графическую иллюстрацию с помощью кругов Эйлера.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ
1.  Приведите примеры множеств, включающих в себя однородные объекты. Например, мебель – это множество, которое включает в себя стул, стол, сервант и пр.

2. Запишите с помощью математических символов следующие предложения:

· 4 натуральное число;

· 2,1 не является целым числом;
· множество В является подмножеством множества О;

· множества К и С равны;

3. Задайте множество А другим способом, если А ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8}. 
4. Р – множество натуральных чисел, больших 7 и меньших 14. Выясните, какие из чисел 13, 10, 5, 7, 14 ему принадлежат, а какие не принадлежат. Запишите решение, используя математические символы.

5. Дано множество С = {213, 45, 324, 732, 136}. Составьте подмножества множества С, состоящие из чисел, которые: 

· делятся на 3; 

· не делятся на 4; 

· не делятся на 5.

6. А – множество натуральных чисел, меньших 20; В, С, Е, Н – подмножества множества А, такие, что В состоит из чисел, кратных 6, С – из чисел, кратных 2, Е – из чисел, кратных 3, Н – из чисел, кратных 2 и 3 одновременно. Перечислите элементы множеств А, В, С, Е, Н и укажите среди них равные множества.

Тема 1.2 Основные понятия теории графов

Теория графов - один из обширнейших разделов дискретной математики, широко применяется в решении экономических и управленческих задач, в программировании, химии, конструировании и изучении электрических цепей, коммуникации, психологии, психологии, социологии, лингвистике, других областях знаний. Теория графов систематически и последовательно изучает свойства графов, о которых можно сказать, что они состоят из множеств точек и множеств линий, отображающих связи между этими точками. Основателем теории графов считается Леонард Эйлер (1707-1882), решивший в 1736 году известную в то время задачу о кёнигсбергских мостах.

Графы строят для того, чтобы отобразить отношения на множествах. Пусть, например, множество A = {a1, a2, ... an} - множество людей, а каждый элемент будет отображён в виде точки. Множество B = {b1, b2, ... bm} - множество связок (прямых, дуг, отрезков - пока не важно). На множестве A задано отношение знакомства между людьми из этого множества. Строим граф из точек и связок. Связки будут связывать пары людей, знакомых между собой. Естественно, число знакомых у одних людей может отличаться от числа знакомых у других людей, а некоторые вполне могут и не быть ни с кем знакомы (такие элементы будут точками, не соединёнными ни с одной другой). Вот и получился граф!
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То, что мы сначала назвали "точками", следует называть вершинами графа, а то, что называли "связками" - рёбрами графа.

Теория графов не учитывает конкретную природу множеств A и B. Существует большое количество самых разных конкретных задач, при решении которых можно временно забыть о специфическом содержании множеств и их элементов. Эта специфика никак не сказывается на ходе решения задачи, независимо от её трудности! Например, при решении вопроса о том, можно ли из точки a добраться до точки e, двигаясь только по соединяющим точки линиям, неважно, имеем ли мы дело с людьми, городами, числами и т.д. Но, когда задача решена, мы получаем решение, верное для любого содержания, которое было смоделировано в виде графа. Не удивительно поэтому, что теория графов - один из самых востребованных инструментов при создании искусственного интеллекта: ведь искусственный интеллект может обсудить с собеседником и вопросы любви, и вопросы музыки или спорта, и вопросы решения различных задач, причем делает это без всякого перехода (переключения), без которого в подобных случаях не обойтись человеку.

А теперь строгие математические определения графа.

Определение 1. Графом называется система объектов произвольной природы (вершин) и связок (рёбер), соединяющих некоторые пары этих объектов.

Определение 2. Пусть V – (непустое) множество вершин, элементы v∈V – вершины. Граф G = G(V) с множеством вершин V есть некоторое cемейство пар вида: e = (a, b), где a,b∈V, указывающих, какие вершины остаются соединёнными. Каждая пара e = (a, b) - ребро графа. Множество U - множество рёбер e графа. Вершины a и b – концевые точки ребра e. 

Графы как структура данных. Широким применением теории графов в компьютерных науках и информационных технологиях обусловлено добавлением к вышеизложенным определениям понятия графа как структуры данных. В компьютерных науках и информационных технологиях граф определяется как нелинейная структура данных. Что же тогда - линейная структура данных и чем от них отличаются графы? Линейные структуры данных характеризуются тем, что связывают элементы отношениями типа "простого соседства". Линейными структурами данных являются, например, массивы, таблицы, списки, очереди, стеки, строки. В противоположность им нелинейные структуры данных - такие, в которых элементы располагаются на различных уровнях иерархии и подразделяются на три вида: исходные, порождённые и подобные. Итак, граф - нелинейная структура данных.

Слово граф греческого происхождения, от слов "пишу", "описываю". То есть, любой граф описывает отношения. И наоборот: любое отношение можно описать в виде графа.
Одно из центральных понятий теории графов, опираясь на которое строятся другие понятия - понятие инцидентности. Друг другу инцидентны две вершины графа, если они соединены ребром; вершина и ребро графа инцидентны, если вершина является началом или концом ребра. 

Понятие инцидентности необходимо и при составлении алгоритмов решения многих практических задач с графами. Например, можно ознакомиться с программной реализацией обхода в глубину графа, представленного матрицей инцидентности. Идея проста: можно двигаться лишь через вершины, соединённые рёбрами. А уж если рёбрам приписаны какие-то значения ("весы", чаще всего в виде чисел, такие графы называются взвешенными или помеченными), то можно решать сложные прикладные задачи, некоторые из которых упомянуты в завершающем параграфе этого урока.

Классические задачи теории графов и их решения

Один из первых опубликованных примеров работ по теории графов и применения графов - работа о "задаче с Кёнигсбергскими мостами" (1736 г.), автором которой является выдающийся математик 18-го века Леонард Эйлер. В задаче даны река, острова, которые омываются этой рекой, и несколько мостов. Вопрос задачи: возможно ли, выйдя из некоторого пункта, пройти каждый мост только по одному разу и вернуться в начальный пункт? (рисунок ниже)
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Задачу можно смоделировать следующим образом: к каждому участку суши прикрепляется одна точка, а две точки соединяются линией тогда и только тогда, когда соответствующие участки суши соединены мостом (рисунок ниже, соединительные линии начерчены пунктиром). Таким образом, построен граф.
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Ответ Эйлера на вопрос задачи состоит в следующем. Если бы у этой задачи было положительное решение, то в получившемся графе существовал бы замкнутый путь, проходящий по рёбрам и содержащий каждое ребро только один раз. Если существует такой путь, то у каждой вершины должно быть только чётное число рёбер. Но в получившемся графе есть вершины, у которых нечётное число рёбер. Поэтому задача не имеет положительного решения.

По устоявшейся традиции эйлеровым графом называется граф, в котором можно обойти все вершины и при этом пройти одно ребро только один раз. В нём каждая вершина должна иметь только чётное число рёбер. 
В 1847 г. Кирхгоф разработал теорию деревьев для решения совместной системы линейных алгебраических уравнений, позволяющую найти значение силы тока в каждом проводнике (дуге) и в каждом контуре электрической цепи. Абстрагируясь от электрических схем и цепей, которые содержат сопротивления, конденсаторы, индуктивности и т.д., он рассматривал соответствующие комбинаторные структуры, содержащие только вершины и связи (рёбра или дуги), причём для связей не нужно учитывать, каким типам электрических элементов они соответствуют. Таким образом, Кирхгоф заменил каждую электрическую цепь соответствующим графом и показал, что для решения системы уравнений необязательно рассматривать в отдельности каждый цикл графа электрической цепи.

Кэли в 1858 г., занимаясь чисто практическими задачами органической химии, открыл важный класс графов, называемых деревьями. Он стремился перечислить изомеры насыщенных углеводородов, с данным числом атомов углерода. Кэли прежде всего сформулировал задачу абстрактно: найти число всех деревьев с p вершинами, каждое из которых имеет вершины со степенями 1 и 4. Ему не удалось сразу решить эту задачу, и он стал изменять её формулировку таким образом, чтобы можно было решить новую задачу о перечислении:

· корневых деревьев (в которых выделена одна из вершин);

· всех деревьев;

· деревьев, у которых степени вершин не превышают 4;

· деревьев, у которых степени вершин равны 1 и 4 (постановка задачи из химии).

Пример 1. Пусть A - множество чисел 1, 2, 3: A = {1, 2, 3}. Построить граф для отображения отношения "<" ("меньше") на этом множестве.

Решение. Очевидно, что числа 1, 2, 3 следует представить в виде вершин графа. Тогда каждую пару вершин должно соединять одно ребро. Решая эту задачу, мы пришли к таким основным понятиям теории графов, как ориентированные и неориентированные графы. Неориентированные графы - такие, рёбра которых не имели направления. Или, как говорят ещё чаще, порядок двух концов ребра не существенен. В самом деле, граф, построенный в самом начале этого урока и отображавший отношение знакомства между людьми, не нуждается в направлениях рёбер, так как можно утверждать, что "человек номер 1" знаком с "человеком номер 2" в той же мере, как и "человек номер 2" с "человеком номер 1". В нашем же нынешнем примере одно число меньше другого, но не наоборот. Поэтому соответствующее ребро графа должно иметь направление, показывающее, какое всё же число меньше другого. То есть, порядок концов ребра существенен. Такой граф (с рёбрами, имеющими направление) называется ориентированным графом или орграфом.

Итак, в нашем множестве A число 1 меньше числа 2 и числа 3, а число 2 меньше числа 3. Этот факт отображаем рёбрами, имеющими направление, что показывается стрелками. Получаем следующий граф:
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Пример 2. Пусть A - множество чисел 2, 4, 6, 14: A = {2, 4, 6, 14}. Постоить граф для отображения отношения "делится нацело на" на этом множестве.

Решение. В этом примере часть рёбер будут иметь направление, а некоторые не будут, то есть строим смешанный граф. Перечислим отношения на множестве: 4 делится нацело на 2, 6 делится нацело на 2, 14 делится нацело на 2, и ещё каждое число из этого множества делится нацело на само себя. Это отношение, то есть когда число делится нацело на само себя, будем отображать в виде рёбер, которые соединяют вершину саму с собой. Такие рёбра называются петлями. В данном случае нет необходимости давать направление петле. Таким образом, в нашем примере три обычных направленных ребра и четыре петли. Получаем следующий граф:
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Основные виды графов
Виды графов могут определяться общими принципами их построения (таковы, например, двудольный граф и эйлеров граф), а могут зависеть от тех или иных свойств вершин или рёбер (например, ориентированный и неориентированный граф, обыкновенный граф).

Ориентированные и неориентированные графы

Графы, в которых все рёбра являются звеньями (порядок двух концов ребра графа не существенен), называются неориентированными.

Графы, в которых все рёбра являются дугами (порядок двух концов ребра графа существенен), называются ориентированными графами или орграфами.

Неориентированный граф может быть представлен в виде ориентированного графа, если каждое его звено заменить на две дуги, имеющие противоположные направления.

Графы с петлями, смешанные графы, пустые графы, мультиграфы, обыкновенные графы, полные графы

Если граф содержит петли, то это обстоятельство специально оговаривают, добавляя к основной харатеристике графа слова "с петлями", например, "орграф с петлями". Если граф не содержит петель, то добавляют слова "без петель".

Смешанным называют граф, в котором имеются рёбра хотя бы двух из упомянутых трёх разновидностей (звенья, дуги, петли).

Граф, состоящий только из голых вершин, называется пустым.

Мультиграфом называется граф, в котором пары вершин могут быть соединены более чем одним ребром, то есть содершащий кратные рёбра, но не содержащий петель.

Граф без дуг (то есть неориентированный), без петель и кратных рёбер называется обыкновенным. Обыкновенный граф изображён на рисунке ниже.
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Граф заданного типа называют полным, если он содержит все возможные для этого типа рёбра (при неизменном множестве вершин). Так, в полном обыкновенном графе каждая пара различных вершин соединена ровно одним звеном (рисунок ниже).
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Двудольный граф

Граф называется двудольным, если множество его вершин можно разбить на два подмножества так, чтобы никакое ребро не соединяло вершины одного и того же подмножества.

Пример 3. Построить полный двудольный граф.

Полный двудольный граф состоит из двух множеств вершин и из всевозможных звеньев, соединяющих вершины одного множества с вершинами другого множества (рисунок ниже).
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Эйлеров граф

Мы уже касались задачи о кёнигсбергских мостах. Отрицательное решение Эйлером этой задачи привело к первой опубликованной работе по теории графов. Задачу об обходе мостов можно обобщить и получить следующую задачу теории графов: можно ли найти в данной графе цикл, содержащий все вершины и все рёбра? Граф, в котором это возможно, называется эйлеровым графом.

Итак, эйлеровым графом называется граф, в котором можно обойти все вершины и при этом пройти одно ребро только один раз. В нём каждая вершина должна иметь только чётное число рёбер.

Пример 4. Является ли полный граф с одинаковым числом n рёбер, которым инцидентна каждая вершина, эйлеровым графом? Объяснить ответ. Привести примеры.

Ответ. Если n - нечётное число, то каждая вершина инцидентна n-1 рёбрам. В таком случае данный граф является эйлеровым графом. Примеры таких графов на рисунке ниже.
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Регулярный граф

Регулярным графом называется связный граф, все вершины которого имеют одинаковую степень k. Таким образом, на рисунке к примеру 2 изображены примеры регулярных графов, называемых по степени его вершин 4-регулярными и 2-регулярными графами или регулярными графами 4-й степени и 2-й степени.

Число вершин регулярного графа k-й степени не может быть меньше k+1. У регулярного графа нечётной степени может быть лишь чётное число вершин.

Пример 5. Построить регулярный граф, в котором самый короткий цикл имеет длину 4.

Решение. Рассуждаем так: для того, чтобы длина цикла удовлетворяла заданному условию, требуется, чтобы число вершин графа было кратно четырём. Если число вершин равно четырём, то получится граф, изображённый на рисунке ниже. Он является регулярным, но в нём самый короткий цикл имеет длину 3. 
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Увеличиваем число вершин до восьми (следующее число, кратное четырём). Соединяем вершины рёбрами так, чтобы степени вершин были равны трём. Получаем следующий граф, удовлетворяющий условиям задачи.
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Гамильтонов граф

Гамильтоновым графом называется граф, содержащий гамильтонов цикл. Гамильтоновым циклом называется простой цикл, проходящий через все вершины рассматриваемого графа. Таким образом, говоря проще, гамильтонов граф - это такой граф, в котором можно обойти все вершины и каждая вершина при обходе повторяется лишь один раз. Пример гамильтонова графа - на рисунке ниже.
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Взвешенный граф

Взвешенным графом называется граф, вершинам и (или) рёбрам которого присвоены "весы" - обычно некоторые числа. Пример взвешенного графа - транспортная сеть, в которой рёбрам присвоены весы, означающие стоимость перевозки груза по ребру и пропускные способности дуг. Пример взвешенного графа на рисунке ниже.
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Графы-деревья

Деревом называется связный граф без циклов (рисунок ниже). Любые две вершины дерева соединены лишь одним маршрутом.
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Число q рёбер графа находится из соотношения

q = n - 1,

где n - число вершин дерева.

Приведённое соотношение выражает критическое значение числа рёбер дерева, так как, если мы присоединим к дереву ещё одно ребро, то будет создан цикл, а если уберём одно ребро, то граф-дерево разделится на две компоненты. Граф, состоящий из компонент дерева, называется лесом.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Из чего строят графы?

2. Для чего строят граф?

3. Что называют графом?

4. Перечислите основные виды графов.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Пусть даны множества A = {α, β, γ} и B = {a, b, c}. Построить граф для отображения отношения "декартово произведение множеств".
2. В агентстве по недвижимости работают менеджеры Игорь, Сергей и Пётр. Обслуживаются объекты О1, О2, О3, О4, О5, О6, О7, О8. Построить граф для отображения отношений "Игорь работает с объектами О4, О7", "Сергей работает с объектами О1, О2, О3, О5, О6", "Пётр работает с объектом О8". 
3. Задан двудольный граф, в котором n - число вершин из множества A, а m - число вершин из множества B. В каком случае граф будет эйлеровым графом, а в каком случае - гамильтоновым графом?

Раздел 2 Элементы линейной алгебры

Тема № 2.1 Матрицы и определители

Основные понятия.

Матрицей размера т х п называется множество чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы, состоящей из  т строк и п столбцов. 
Матрица записывается виде:
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или, сокращённо, А = (аi j), где i =1, т (т.е. i = 1,2,3,…,т) – номер строки, j = 1,п (т.е. j = 1,2,3,…,п) – номер столбца.

Матрицу А называют матрицей размера т х п и пишут Ат х п. Числа ai j,составляющие матрицу называются её элементами. Элементы, стоящие на диагонали, идущей из верхнего левого угла, образуют главную диагональ. 

Матрицы равны между собой, если равны все соответствующие элементы этих матриц, т.е.

     A = B, если ai ​j = bi j .
Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется квадратной. Квадратную матрицу размера п х п называют матрицей п-го порядка.
Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной.

Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали равен единице, называется единичной. Обозначается буквой Е.

Пример.
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      единичная матрица 3-го порядка.

Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю.

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой. Обозначается буквой О, при этом ее размер может быть любым. Имеет вид:
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В матричном исчислении матрицы О и Е играют роль чисел 0 и 1 в арифметике.

Матрица, содержащая один столбец или одну строку, называется вектором (или вектор-столбец, или вектор-строка соответственно). Их вид:
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Матрица размера 1 х 1, состоящая из одного числа, отождествляется с этим числом, т.е. (5)1х1 есть 5.

Матрица, полученная из данной заменой каждой её строки столбцом с тем же номером, называется матрицей транспонированной к данной. Обозначается АТ.
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.
Действия над матрицами.

Сложение: 

Операция сложения матриц вводится только для матриц одинаковых размеров.

Суммой двух матриц Атхп = (ai j) и Вт хп = (bi j) называется матрица Сm x n = (ci j) такая, что сij = аi j + bi j  (i = 1,m, j = 1,n). Записывают С = А + В.

Пример.    [image: image25.png]GC73 a+CG 5 DG w




Аналогично определяется разность матриц.

Умножение на число:

Произведением матрицы Ат хп = (аi j) на число k называется матрица Втхп = (b i j) такая, что bi j = k*ai j (i = 1,m, j = 1,n). Записывают В = k * A.

Пример.        [image: image27.png]



Матрица – А = (-1) * А называется противоположной матрице А. 

Разность матриц А – В можно определить так: А – В = А + (-В).

Операции сложения матриц и умножения матрицы на число обладают следующими свойствами:
1. А + В = В + А;                                     5. 1 * А = А;

2. А + (В + С) = ( А + В) + С;                 6. α* (А + В) = αА + αВ;

3. А + О = А;                                            7. (α + β) * А = αА + βВ;

4. А – А = О;                                             8.α * (βА) = (αβ) * А,

Где А, В, С – матрицы, α и β – числа.

Элементарные преобразования матриц:

Элементарными преобразованиями матриц являются:

· Перестановка местами двух параллельных рядов матрицы;

· Умножение всех элементов ряда матрицы на число, отличное от нуля;

· Прибавление ко всем элементам ряда матрицы соответствующих элементов параллельного ряда, умноженных на одно и то же число.

Две матрицы А и В называются эквивалентными, если одна из них получается из другой с помощью элементарных преобразований. Записывается  А ~ В.

При помощи элементарных преобразований любую матрицу можно привести к матрице, у которой в начале главной диагонали стоят подряд несколько единиц, а все остальные элементы равны нулю. Такую матрицу называют канонической, например 
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Пример. Привести к каноническому виду матрицу 
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Решение: Выполняя элементарные преобразования, получаем
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Произведение матриц:

Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.

Произведением матрицы Ат хп = (аi j) на матрицу Вп х р = (bj k) называется матрица    Ст хр = (сj k) такая, что c ik = ai1* b1k + ai2 * b2k + …+ ainbnk , где i = 1,m, k = 1,p,

т.е элемент i-й строки и k-го столбца матрицы произведения С равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы k-го столбца матрицы В. 

Если матрицы А и В квадратные одного размера, то произведения А·В и В·А всегда существуют. Легко показать, что А·Е = Е ·А = А, где А – квадратная матрица, Е – единичная матрица того же размера.
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Пример. [image: image35.png]


 .
Решение:  Произведение А·В не определено,так как число столбцов матрицы А(3) не совпадает с числом строк матрицы В(2). При этом определено произведение В х А, которое считают следующим образом:
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Матрицы А и В называются перестановочными, если А·В = В·А.

Умножение матриц обладает следующими свойствами:

1. А ·(В·С) = (А·В) ·С;                    3. (А + В) ·С = А·С + В·С;

2. А·(В+С) = А·В + А·С;                      4. α(А·В) = (α·А)В,

Если, конечно, написанные суммы и произведения матриц имеют смысл.

Для операции транспонирования верны свойства:

1. (А + В)Т = АТ + ВТ;              2. (АВ)Т = ВТ·АТ.

Определители
Основные понятия.

Квадратной матрице А порядка п можно сопоставить число det A (или |A|, или ∆), называемое ее определителем, следующим образом:

1.   п = 1. А = (а1); det A = a1.
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Определитель матрицы А также называют ее детерминантом. Правило вычисления детерминанта для матрицы порядка N является довольно сложным для восприятия и применения. Однако известны методы, позволяющие реализовать вычисление определителей высоких порядков на основе определителей низших порядков. Один из методов основан на свойстве разложения определителя по элементам некоторого ряда. При этом заметим, что определители невысоких порядков (1,2,3) желательно уметь вычислять согласно определению.                                                                    

Вычисление определителя 2-го порядка иллюстрируется схемой:
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Пример. Найти определители матриц    [image: image43.png]
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Решение:     [image: image47.png]2+6—5+(-3) =12 (—15) = 27
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При вычислении определителя 3-го порядка удобно пользоваться правилом треугольников,которое символически можно записать так:
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Пример.  Вычислить определитель матрицы методом треугольников.
                              [image: image51.png]



Решение:   
det А = 5 * 1 * (-3) + (-2) * (-4) * 6 + 3 * 0 * 1 – 6 * 1 * 1 – 3 * (-2) * (-3) – 0 * (-4) * 5 = -15 + + 48 – 6 – 18 = 48 – 39 = 9.

Также для вычисления определителя 3-го порядка используют метод Саррюса (метод параллельных полосок). Справа от определителя приписывают 1 и 2 столбец и аккуратнокарандашом проводят линии. Мнодители, находящиеся на красных диагоналях входят в формулу со знаком «+», множители на синих диагоналях входят в формулу со знаком «-».
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Пример. Вычислить определитель 3-го порядка методом Саррюса.
Решение: Допишем справа к определителю два первых столбца:
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Свойства определителей
Сформулируем основные свойства определителей, присущие определителем всех порядков, некоторые из этих свойств поясним на определителях 3-го порядка. 

Свойство 1 («Равноправность строк и столбцов»). Определитель не изменится, если его строки заменить столбцами, и наоборот.

Иными словами,     [image: image55.png]@11 @3 Qg3 @11 @21 Q3
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В дальнейшем строки и столбцы будем просто называть рядами определителя.

Свойство 2. При перестановке двух параллельных рядов определитель меняет знак.

Свойство 3. Определитель, имеющий два одинаковых ряда, равен нулю.

Свойство 4. Общий множитель элементов какого-либо ряда определителя можно вынести за знак определителя.

Из свойств 3 и 4 следует, что если все элементы некоторого ряда пропорциональны соответствующим элементам параллельного ряда, то такой определитель равен нулю.

Действительно,   [image: image57.png]



Свойство 5. Если элементы какого-либо ряда определителя представляют собой суммы двух слагаемых, то определитель может быть разложен на сумму двух соответствующих определителей.

Например,        [image: image59.png]@11 @12 @3 tb| |G G G) Jay a4 b
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Свойство 6 («Элементарные преобразования определителя»). Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить соответствующие элементы параллельного ряда умноженные на любое число.
Пример.  Доказать, что       [image: image61.png]911 @12 Gy3] |Gy @y Gyt krag,
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Решение: Действительно, используя свойства 5, 4 и 3, получим
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Дальнейшие свойства определителей связаны с понятиями минора и алгебраического дополнения.

Минором некоторого элемента аij определителя п-го порядка называется определитель п – 1-го порядка, полученный из исходного путём вычёркивания строки и столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. Обозначается тij.
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Алгебраическим дополнением элемента аij определителя называется его минор, взятый со знаком «плюс», если сумма i + j – чётное число, и со знаком «минус», если эта сумма нечётная. Обозначается Аij: Аij = (-1)i + j * mij.

Так, А11 = +т11, А32 = -т32.

Свойство 7 («Разложение определителя по элементам некоторого ряда»). Определитель равен сумме произведений элементов некоторого ряда на соответствующие им алгебраические дополнения.

Проиллюстрируем и одновременно докажем свойство 7 на примере определителя 3-его порядка. В этом случае свойство 7 означает, что
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В самом деле, имеем                         
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Свойство 7 содержит в себе способ вычисления определителей высоких порядков.

Пример.  Вычислите определитель матрицы
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Решение: Для разложения определителя обычно выбирают тот ряд, где есть нулевые элементы, т.к. соответствующие им слагаемые в разложении будут равны нулю.
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Свойство 8. Определитель треугольной матрицы равен произведению его элементов стоящих на главной диагонали. 
Пример.
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Нахождение обратной матрицы.

Основные понятия.

Пусть А – квадратная матрица п-го порядка

                                  [image: image74.png]



[image: image762.wmf]A

Квадратная матрица А называется невырожденной, если определитель ∆ = det А не равен нулю: ∆ = det А = 0. В противном случае (∆ = 0) матрица А называется вырожденной.

Матрицей, союзной к матрице А, называется матрица
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где Аij – алгебраическое дополнение элемента аij данной матрицы А (оно определяется так же, как и алгебраическое дополнение элемента определителя).

Матрица А-1 называется обратной матрице А, если выполняется условие 

А · А-1 = А-1 · А = Е, 

где Е – единичная матрица того же порядка, что и матрица А. Матрица А-1 имеет те же размеры, что и матрица А.

Обратная матрица.

Теорема. Всякая невырожденная матрица имеет обратную.

Проведём доказательство для случая матрицы 3-го порядка. Пусть 
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Составим союзную матрицу
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и найдём произведение матриц А и А*:
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Здесь мы использовали свойства 7 и 8 определителей.

Аналогично убеждаемся, что

                      А* * А = det А * Е.

Тогда:
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Отметим свойства обратной матрицы:

1. det (А-1) = 1 / det А;

2. (А · В)-1 = В-1 ·А-1;

3. (А-1)Т = (АТ)-1 .

Пример. Найти А-1, если А= [image: image83.png](5 D




 Решение: 1) Находим det А: [image: image85.png]2 3
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 2) Находим А*: А11 = 1, А21 = -3, А12 = - (-1) = 1, А22 = 2, поэтому [image: image87.png]



3) Находим А-1: [image: image89.png]it =3 _ (s s
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Проверка:      
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Пример. Определить, при каких значениях α существует матрица, обратная данной.

                                         .[image: image92.png]1
a

-2 2
3 0

)




Решение: Всякая невырожденная матрица имеет обратную. Найдём определитель матрицы А: 
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Если 4α – 9 = 0, т.е. α = 9/4, то ∆А = 0, т.е. матрица А невырожденная, имеет обратную.

Пример. Показать, что матрица А является обратной для В, если

[image: image94.png]



Решение: Найдём произведение матиц А и В:
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Аналогично В * А = Е. Следовательно, матрица А является обратной для В.

Ранг матрицы.

Рассмотрим матрицу А размера т х п.

[image: image96.png]



Выделим в ней к строк и к столбцов (к ≤ min(т;п)). Из элементов, стоящих на пересечении выделенных строк и столбцов, составим определитель к-го порядка. Все такие определители называются минорами этой матрицы. 
Наибольший из порядков миноров данной матрицы, отличных от нуля, называется рангом матрицы. Обозначается r, r(A) или rang A.
Очевидно, что 0 ≤ r ≤ min(m;n), где min (m;n) – меньшее из чисел т и п.
Минор, порядок которого определяет ранг матрицы, называется базисным. У матрицы может быть несколько базисных миноров.

Пример. Найти ранг матрицы:
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[image: image768.wmf]A

Решение: Все миноры 3-го порядка равны нулю. Есть минор 2-го порядка, отличный от нуля    3   6    = -15 ≠ 0. 

1  -3

Значит, r(A) = 2. Базисный минор стоит на пересечении 2 и 3 строки с 1 и 3 столбцами.

Отметим свойства ранга матрицы:
1. При транспонировании матрицы её ранг не меняется.

2. Если вычеркнуть из матрицы нулевой ряд, то ранг матрицы не изменится.

3. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразованиях матрицы.

Ранг канонической матрицы равен числу единиц на главной диагонали. На этом основан один из способов вычисления ранга матрицы.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Что называется матрицей?

2. Какие матрицы называются равными?

3. Какая матрица называется единичной?

4. Какая матрица называется транспонированной к данной?

5. Какие действия можно выполнять над матрицами?

6. Перечислите элементарные преобразования матриц.

7. Всегда ли выполнимо действие умножения двух матриц?

8. Перечислите свойства, которыми обладает умножение матриц. 
9. Сформулируйте правило вычисления определителя второго порядка.

10. Сформулируйте правила вычисления определителя третьего порядка.

11. Перечислите свойства определителей.

12. Дайте определение минора некоторого элемента определителя.

13. Дайте определение алгебраического дополнения элемента определителя.

14. Какая квадратная матрица называется невырожденной (вырожденной)?

15. Какая матрица называется обратной данной?

16. Как проверить, правильно ли найдена обратная матрица?

17. Что называется рангом матрицы?

18. Перечислите свойства ранга матрицы?

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Даны матрицы 
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     Найти:
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3.  Даны
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4.  Вычислить определители
1)
[image: image108.wmf]5

4

3

2

-

;  2)
[image: image109.wmf]8

2

5

3

-

;  3) 
[image: image110.wmf]8

1

6

5

-

-

;  4)
[image: image111.wmf]5

4

3

8

-

-

-

; 5)
[image: image112.wmf]13

6

2

7

4

1

3

2

1

;

6)
[image: image113.wmf]5

6

2

4

1

3

3

8

7

-

; 7)
[image: image114.wmf]4

4

7

3

2

1

6

5

11

-

-

; 8)
[image: image115.wmf]3

1

4

5

10

2

2

1

3

-

-

; 9)
[image: image116.wmf]2

3

2

5

12

7

1

9

3

-

-

;

10)
[image: image117.wmf]3

4

2

1

6

5

7

3

20

-

-

-

;  11)
[image: image118.wmf]3

4

8

7

5

9

3

2

1

-

-

;  12)
[image: image119.wmf]3

2

9

8

4

7

1

2

3

-

-

-

;

13)
[image: image120.wmf]6

1

4

2

3

0

2

1

5

1

0

3

2

1

2

1

-

-

-

-

; 14)
[image: image121.wmf]1

1

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

0

1

1

1

;15)
[image: image122.wmf]10

7

18

2

5

5

1

3

1

9

5

2

3

1

5

2

-

-

-

-

-

-

-

-

;

16)
[image: image123.wmf]4

1

1

1

1

3

1

1

1

1

2

1

1

1

1

1

;  17)
[image: image124.wmf]0

1

2

3

1

1

3

5

5

3

1

1

3

2

1

0

;  18)
[image: image125.wmf]4

3

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

3

4

-

-

.

5.Найти [image: image127.png]


, если:  а)  [image: image129.png]


;   б) [image: image131.png]


.

6. Определите, при каких x значениях существует матрица, обратная данной:

а)  [image: image133.png]


;         б)  [image: image135.png]


.

7. Показать, что матрица А является обратной для матрицы В, если:

а) [image: image137.png]


,          [image: image139.png]


.

б) [image: image141.png]


 .

8. Найти [image: image143.png]


, если:   а)  [image: image145.png]


;     б) [image: image147.png]


.
Тема № 2.2 Системы линейных уравнений.

Основные понятия.

Системой линейных алгебраических уравнений, содержащей т уравнений и п неизвестных, называется система вида:

                         [image: image149.png]
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где числа аij называются коэффициентами системы, числа bi – свободными членами. Подлежат нахождению числа хп.
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Такую систему удобно записывать в компактной матричной форме      А · Х = В.
Здесь А – матрица коэффициентов системы, называемая основной матрицей:

[image: image150.png]
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Произведение матриц А · Х определено, так как в матрице А столбцов столько же, сколько строк в матрице Х (п штук).

Расширенной матрицей системы называется матрица [image: image154.png]


 системы, дополненная столбцом свободных членов     
[image: image155.png]



Решением системы  называется п значений неизвестных х1 = с1 , х2 = с2 , … , хп = сп , при подстановке которых все уравнения системы обращаются в верные  равенства. Всякое решение системы можно записать в виде матрицы-столбца

[image: image156.png]



Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместимой, если она не имеет ни одного решения.

Совместная система называется определённой, если она имеет единственное решение, и неопределённой, если она имеет более одного решения. В последнем случае каждое её решение называется частным решением системы. Совокупность всех частных решений называется общим решением.

Решить систему – это значит выяснить, совместна она или несовместна. Если система совместна, найти её общее решение.

Две системы называются эквивалентными (равносильными), если они имеют одно и то же общее решение. Другими словами, системы эквивалентны, если каждое решение одной из них является решением другой, и наоборот.

Эквивалентные системы получаются, в частности, при элементарных преобразованиях системы при условии, что преобразования выполняются лишь над строками матрицы.

Система линейных уравнений называется однородной, если все свободные члены равны нулю:
[image: image157.png]



Однородная система всегда совместна, так как х1 = х2 = … = хп = 0 является решением системы. Это решение называется нулевым или тривиальным.

Решение систем линейных уравнений.

Теорема Кронекера-Капелли:

Пусть дана произвольная система т линейных уравнений с п неизвестными

                [image: image159.png]



Исчерпывающий ответ на вопрос о совместимости этой системы даёт теорема Кронекера-Капелли. 

Теорема. Система линейных алгебраических уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг расширенной матрицы системы равен рангу основной матрицы.
Примем её без доказательства.

Правила практического разыскания всех решений совместной системы линейных уравнений вытекают из следующих теорем.

Теорема. Если ранг совместной системы равен числу неизвестных, то система имеет единственное решение.

Теорема. Если ранг совместной системы меньше числа неизвестных, то система имеет бесчисленное множество решений.

Правило решения произвольной системы линейных уравнений.
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Найти ранги основной и расширенной матриц системы. Если r(А) ≠ r(А), то система несовместна.

2. Если r(А) = r(А) = r, система совместна. Найти какой-либо базисный минор порядка r (напоминание: минор, порядок которого определяет ранг матрицы, называется базисным). Взять r уравнений, из коэффициентов которых составлен базисный минор (остальные уравнения отбросить). Неизвестные, коэффициенты которых входят в базисный минор, называют главными  и оставляют слева, а остальные п – r неизвестных называют свободными и переносят в правые части уравнений.

3. Найти выражения главных неизвестных через свободные. Получено общее решение системы.

4. Придавая свободным неизвестным произвольные значения, получим соответствующие значения главных неизвестных. Таким образом можно найти частные решения исходной системы уравнений.

Пример. Исследовать на совместность систему
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Решение:  [image: image162.png]11
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Таким образом,  [image: image164.png]r(A) #r(4)



, следовательно, система несовместна.

Пример. Решить систему

                      [image: image166.png]Xy T2y T Ayt Ay =
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Решение: [image: image168.png]r(4) = r(4)




. Берём два первых уравнения:
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Следовательно, х3 = -х1 + 2х2 , х4 = 1 – общее решение. Положив, например, х1 = 0, х2 = 0, получаем одно из частных решений: х1 = 0, х2 = 0, х3 = 0, х4 = 1.

Решение невырожденных линейных систем.

Пусть дана система п линейных уравнений с п неизвестными

  [image: image172.png]



или в матричной форме А · Х = В.

Основная матрица А такой системы квадратная. Определитель этой матрицы

           [image: image174.png]



называется определителем системы. Если определитель системы отличен от нуля, то система называется невырожденной.

Найдём решение данной системы уравнений в случае ∆ ≠ 0.

Умножив обе части уравнения А · Х = В  слева на матрицу А-1 , получим А-1 · А · Х = А-1 · В. Поскольку А-1 · А = Е и Е · Х = Х, то  Х = А-1 · В. 

Отыскание решения системы по формуле Х = А-1 · В называют матричным способом решения системы.

Матричное равенство (4.1) запишем в виде

[image: image176.png]


, 

то есть [image: image178.png]1 (ayby +ayb, + -+ ayb,)/A
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Отсюда следует, что

                      х1 = ( А11b1 + А21b2 + … +Апbп) / ∆ ,

                     ……………………………………………

                     хп = (А1пb1 + А2пb2 + … + Аппbп) / ∆ .

Но А11b1 + A21b2 + … + Aп1b1 есть разложение определителя

             [image: image180.png]



по элементам первого столбца. Определитель ∆1 получается из определителя ∆ путём замены первого столбца коэффициентов столбцом из свободных членов.

Итак, х1 = ∆1 / ∆.

Аналогично: х2 = ∆2 / ∆, где ∆2 получен из ∆ путём замены второго столбца коэффициентов столбцом из свободных членов; х3 = ∆3 / ∆, … , хп = ∆п / ∆.
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Формулы               хi = ∆i / ∆           называются формулами Крамера.

Итак, невырожденная система п линейных уравнений с п неизвестными имеет единственное решение, которое может быть найдено матричным способом  либо по формулам Крамера.

Пример. Решить систему    [image: image182.png]{21,7 Xy
X, + 3%, =7




Решение: [image: image184.png]



Значит,  [image: image186.png]



Правило Крамера и матричный метод непригодны в тех случаях, когда система имеет бесконечно много решений или несовместна. Метод Гаусса – наиболее мощный и универсальный инструмент для нахождения решения любой системы линейных уравнений, который в каждом случае приведет нас к ответу! Сам алгоритм метода во всех трёх случаях работает одинаково. Если в методах Крамера и матричном необходимы знания определителей, то для применения метода Гаусса необходимо знание только арифметических действий, что делает его доступным даже для школьников начальных классов.

Преобразования расширенной матрицы (это матрица системы -  матрица, составленная только из коэффициентов при неизвестных, плюс столбец свободных членов) системы линейных алгебраических  уравнений в методе Гаусса:

1) строки матрицы можно переставлять местами.

2) если в матрице появились (или есть) пропорциональные (как частный случай – одинаковые) строки, то следует удалить из матрицы все эти строки кроме одной.

3) если в матрице в ходе преобразований появилась нулевая строка, то ее также следует удалить.
4) строку матрицы можно умножить (разделить) на любое число, отличное от нуля.

5) к строке матрицы можно прибавить другую строку, умноженную на число, отличное от нуля.

В методе Гаусса элементарные преобразования не меняют решение системы уравнений.
Метод Гаусса состоит из двух этапов:
1. «Прямой ход» - с помощью элементарных преобразований привести расширенную матрицу системы линейных алгебраических уравнений к «треугольному» ступенчатому виду: элементы расширенной матрицы, расположенные ниже главной диагонали, равны нулю (ход «сверху-вниз»). Например, к такому виду:

[image: image187.png]



Для этого выполним следующие действия:

1)   Пусть мы рассматриваем первое уравнение системы линейных алгебраических уравнений и коэффициент при х1 равен К. Второе, третье и т.д. уравнения преобразуем следующим образом: каждое уравнение (коэффициенты при неизвестных, включая свободные члены) делим на коэффициент при неизвестном х1, стоящий в каждом уравнении, и умножаем на К. После этого из второго уравнения (коэффициенты при неизвестных и свободные члены) вычитаем первое. Получаем при х1 во втором уравнении коэффициент 0. Из третьего преобразованного уравнения вычитаем первое уравнение, так до тех пор, пока все уравнения, кроме первого, при неизвестном х1 не будут иметь коэффициент 0.

2)   Переходим к следующему уравнению. Пусть это будет второе уравнение и коэффициент при х2 равен М. Со всеми «нижестоящими» уравнениями поступаем так, как описано выше. Таким образом, «под» неизвестной х2 во всех уравнениях будут нули.

3)   Переходим к следующему уравнению и так до тех пор, пока не останется одна последняя неизвестная и преобразованный свободный член.       

2. «Обратный ход» метода Гаусса – получение решения системы линейных алгебраических уравнений (ход «снизу-вверх»). Из последнего «нижнего» уравнения получаем одно первое решение – неизвестную хn. Для этого решаем элементарное уравнение А· хn = В. В примере, приведенном выше, х3 = 4. Подставляем найденное значение в «верхнее» следующее уравнение и решаем его относительно следующей неизвестной. Например, х2 – 4 = 1, т.е. х2 = 5. И так до тех пор, пока не найдем все неизвестные.

Пример. Решим систему линейных уравнений методом Гаусса:

[image: image188.png]Ax+2m - =1
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Запишем расширенную матрицу системы и с помощью элементарных преобразований приведем ее к ступенчатому виду:
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Смотрим на левую верхнюю «ступеньку». Там у нас должна быть единица. Проблема состоит в том, что в первом столбце единиц нет вообще, поэтому перестановкой строк ничего не решить. В таких случаях единицу нужно организовать с помощью элементарного преобразования. Обычно это можно сделать несколькими способами. Поступим так: 
1 шаг. К первой строке прибавляем вторую строку, умноженную на –1. То есть, мысленно умножили вторую строку на –1 и выполнили сложение первой и второй строки, при этом вторая строка у нас не изменилась.
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Теперь слева вверху «минус один», что нас вполне устроит. Кто хочет получить +1, может выполнить дополнительное действие: умножить первую строку на –1 (сменить у неё знак).

Дальше алгоритм работает уже по апробированной методике:

2 шаг. Ко второй строке прибавили первую строку, умноженную на 5. К третьей строке прибавили первую строку, умноженную на 3.

3 шаг. Первую строку умножили на –1, в принципе, это для красоты. У третьей строки также сменили знак и переставили её на второе место, таким образом, на второй «ступеньке у нас появилась нужная единица.

4 шаг. К третьей строке прибавили вторую строку, умноженную на 2.

5 шаг. Третью строку разделили на 3.

Признаком, который свидетельствует об ошибке в вычислениях (реже – об опечатке), является «плохая» нижняя строка. То есть, если бы у нас внизу получилось что-нибудь вроде (0 0 11 |23), и, соответственно, 11x3 = 23, x3 = 23/11, то с большой долей вероятности можно утверждать, что допущена ошибка в ходе элементарных преобразований.

Выполняем обратный ход, в оформлении примеров часто не переписывают саму систему, а уравнения «берут прямо из приведенной матрицы». Обратный ход, напоминаю, работает «снизу вверх». В данном примере получился подарок:

x3 = 1
x2 = 3
x1 + x2 – x3 = 1, следовательно x1 + 3 – 1 = 1, x1 = –1

Ответ: x1 = –1, x2 = 3, x3 = 1.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Какой вид имеет система линейных алгебраических уравнений?

2. Как записать систему линейных алгебраических уравнений в матричной форме?

3. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли.

4. Какая система уравнений называется совместной (несовместной)?

5. Что значит решить систему линейных алгебраических уравнений?

6. Сформулируйте правила решения произвольной системы линейных алгебраических уравнений.

7. Сформулируйте правила решения систем с помощью обратной матрицы.

8. Сформулируйте правила решения систем методом определителя (формулы Крамера).

9. Сформулируйте правила решения систем методом Гаусса.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ
Решить системы (используя различные методы):
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Раздел 3 Основы математического анализа
Тема 3.1. Теория пределов. Непрерывность функций
Переменная и предел – это основные понятия математического анализа. Достаточно напомнить, что ключевым словом в определениях таких известных со школы понятий как производная и интеграл является слово предел.

Предел функции в точке.
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Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х = а (т.е. в самой точке х = а функция может быть и не определена)

Число А называется пределом функции f(x) при х(а, если для любого (>0 существует такое число (>0, что для всех х таких, что

0 < (x - a( < (
верно неравенство                                (f(x) - A(< (.

То же определение может быть записано в другом виде:

Если а - ( < x < a + (,  x ( a, то верно неравенство А - ( < f(x) < A + (.

Запись предела функции в точке: 
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Если f(x) ( A1 при х ( а только при x < a, то 
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 - называется пределом функции f(x) в точке х = а слева, а если f(x) ( A2 при х ( а только при x > a, то 
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 называется пределом функции f(x) в точке х = а справа.
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Приведенное выше определение относится к случаю, когда функция f(x) не определена в самой точке х = а, но определена в некоторой сколь угодно малой окрестности этой точки.

Пределы А1 и А2 называются также односторонними пределами функции f(x) в точке х = а. Также говорят, что А – конечный предел функции f(x).

Предел функции при стремлении аргумента к бесконечности.

Число А называется пределом функции f(x) при х((, если для любого числа (>0 существует такое число М>0, что для всех х, (х(>M выполняется неравенство
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При этом предполагается, что функция f(x) определена в окрестности бесконечности.

Записывают: 
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Графически можно представить:
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Аналогично можно определить пределы 
[image: image206.wmf]A

x

f

x

=

+¥

®

)

(

lim

 для любого х>M и 


[image: image207.wmf]A

x

f

x

=

-¥

®

)

(

lim

 для любого х<M.

Основные теоремы о пределах.

Теорема 1. 
[image: image208.wmf]C
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, где С = const.

Следующие теоремы справедливы при предположении, что функции f(x) и g(x) имеют конечные пределы при х(а.

Теорема 2. 
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Доказательство этой теоремы будет приведено ниже.

Теорема 3. 
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Следствие. 
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Теорема 4. 
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Теорема 5. Если f(x)>0 вблизи точки х = а и 
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Аналогично определяется знак предела при f(x) < 0, f(x) ( 0, f(x) ( 0.

Теорема 6. Если g(x) ( f(x) ( u(x) вблизи точки х = а и 
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, то и 
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Определение. Функция f(x) называется ограниченной вблизи точки х = а, если существует такое число М>0, что (f(x)(<M вблизи точки х = а.

Теорема 7. Если функция f(x) имеет конечный предел при х(а, то она ограничена вблизи точки х = а.
Доказательство. Пусть 
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Теорема доказана.

Бесконечно малые функции.

Функция f(x) называется бесконечно малой при х(а, где а может быть числом или одной из величин (, +( или -(, если 
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Бесконечно малой функция может быть только если указать к какому числу стремится аргумент х. При различных значениях а функция может быть бесконечно малой или нет.

Пример. Функция f(x) = xn является бесконечно малой при х(0 и не является бесконечно малой при х(1, т.к. 
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Теорема. Для того, чтобы функция f(x) при х(а имела предел, равный А, необходимо и достаточно, чтобы вблизи точки х = а выполнялось условие

f(x) = A + ((x),

где ((х) – бесконечно малая при х ( а (((х)(0 при х ( а). 

Свойства бесконечно малых функций:
1) Сумма фиксированного числа бесконечно малых функций при х(а тоже бесконечно малая функция при х(а.

2) Произведение фиксированного числа бесконечно малых функций при х(а тоже бесконечно малая функция при х(а.

3) Произведение бесконечно малой функции на функцию, ограниченную вблизи точки х = а является бесконечно малой функцией при х(а.

4) Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, предел которой не равен нулю есть величина бесконечно малая.

Используя понятие бесконечно малых функций, приведем доказательство некоторых теорем о пределах, приведенных выше.

Доказательство теоремы 2. Представим f(x) = A + ((x), g(x) = B + ((x), где
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f(x) ( g(x) = (A + B) + ((x) + ((x)

A + B = const,  ((х) + ((х) – бесконечно малая, значит
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Теорема доказана.

Бесконечно большие функции и их связь с бесконечно малыми.

Предел функции f(x) при х(а, где а- число, равен бесконечности, если для любого числа М>0 существует такое число (>0, что неравенство

(f(x)(>M
выполняется при всех х, удовлетворяющих условию

0 < (x - a( < (
Записывается 
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Собственно, если в приведенном выше определении заменить условие (f(x)(>M на f(x)>M, то получим:
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а если заменить на f(x)<M, то:
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Графически приведенные выше случаи можно проиллюстрировать следующим образом:
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Функция называется бесконечно большой при х(а, где а – чосли или одна из величин (, +( или -(, если 
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Связь бесконечно больших и бесконечно малых функций осуществляется в соответствии со следующей теоремой.

Теорема. Если f(x)(0 при х(а (если х(( ) и не обращается в ноль, то
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Сравнение бесконечно малых функций.

Пусть ((х), ((х) и ((х) – бесконечно малые функции при х ( а. Будем обозначать эти функции (, ( и ( соответственно. Эти бесконечно малые функции можно сравнивать по быстроте их убывания, т.е. по быстроте их стремления к нулю.

Например, функция f(x) = x10 стремится к нулю быстрее, чем функция f(x) = x.

Если 
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, то функция ( называется бесконечно малой более высокого порядка, чем функция (.

Если 
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, то ( и ( называются бесконечно малыми одного порядка.

Если 
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то функции ( и ( называются эквивалентными бесконечно малыми. Записывают ( ~ (.

Пример.  Сравним бесконечно малые при х(0 функции f(x) = x10 и f(x) = x.


[image: image234.wmf]0
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т.е. функция f(x) = x10 – бесконечно малая более высокого порядка, чем f(x) = x.

Бесконечно малая функция ( называется бесконечно малой порядка k относительно бесконечно малой функции (, если предел 
[image: image235.wmf]k
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 конечен и отличен от нуля.

Однако следует отметить, что не все бесконечно малые функции можно сравнивать между собой. Например, если отношение 
[image: image236.wmf]b
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 не имеет предела, то функции несравнимы.

Пример. Если 
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, т.е. функция ( - бесконечно малая порядка 2 относительно функции (.

Пример. Если 
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, то при х(0 
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 не существует, т.е. функция ( и ( несравнимы.

Свойства эквивалентных бесконечно малых.


1) ( ~ (,    
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2) Если ( ~ ( и ( ~ (, то ( ~ (,      
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3) Если ( ~ (, то ( ~ (,           
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       4) Если ( ~ (1 и ( ~ (1 и 
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Следствие:  а) если ( ~ (1  и 
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                            б) если ( ~ (1 и 
[image: image249.wmf]k

a

x

=

®

b

a

lim

, то 
[image: image250.wmf]1

lim

lim

b

a

b

a

a

x

a

x

®

®

=


Свойство 4 особенно важно на практике, т.к. оно фактически означает, что предел отношения бесконечно малых не меняется при замене их на эквивалентные бесконечно малые. Этот факт дает возможность при нахождении пределов заменять бесконечно малые на эквивалентные им функции, что может сильно упростить вычисление пределов.

Пример. Найти предел 
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Решение: Так как tg5x ~ 5x и sin7x ~ 7x при х ( 0, то, заменив функции эквивалентными бесконечно малыми, получим:
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Пример. Найти предел 
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Решение: Так как 1 – cosx = 
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Пример. Найти предел 
[image: image256.wmf].
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Если ( и ( - бесконечно малые при х(а, причем ( - бесконечно малая более высокого порядка, чем (, то ( = ( + ( - бесконечно малая, эквивалентная (. Это можно доказать следующим равенством 
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Тогда говорят, что ( - главная часть бесконечно малой функции (.

Пример.  Функция х2 +х – бесконечно малая при х(0, х – главная часть этой функции. Чтобы показать это, запишем ( = х2, ( = х, тогда
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Некоторые замечательные пределы.

Первый замечательный предел. 
[image: image259.wmf])
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Q(x) = b0xm + b1xm-1 +…+bm - многочлены.
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Итого: 
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Второй замечательный предел. 
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Третий замечательный предел. 
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Часто если непосредственное нахождение предела какой – либо функции представляется сложным, то можно путем преобразования функции свести задачу к нахождению замечательных пределов.

Кроме трех, изложенных выше, пределов можно записать следующие полезные на практике соотношения:
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел   
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Для нахождения этого предела разложим на множители числитель и знаменатель данной дроби.

x2 – 6x + 8 = 0;                                    x2 – 8x + 12 = 0;

D = 36 – 32 = 4;                                 D = 64 – 48 = 16;

x1 = (6 + 2)/2 = 4;                               x1 = (8 + 4)/2 = 6;

x2 = (6 – 2)/2 = 2 ;                               x2 = (8 – 4)/2 = 2;

Тогда 
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Пример. Найти предел.
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  домножим числитель и знаменатель дроби на сопряженное выражение: 
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел 
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3

6

11

6

lim

2

2

3

1

+

-

-

+

-

®

x

x

x

x

x

x

.

Разложим числитель и знаменатель на множители.

x2 – 3x + 2 = (x – 1)(x – 2)

x3 – 6x2 + 11x – 6 = (x – 1)(x – 2)(x – 3), т.к.

x3 – 6x2 + 11x – 6    x - 1

                                                            x3 – x2                      x2 – 5x + 6

                                                         - 5x2 + 11x
                                                         - 5x2 + 5x





             6x - 6







  6x - 6











                     0

x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3)

Тогда 
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Пример. Найти предел.
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Непрерывность функции и ее разрывы.

Непрерывность функции в точке.

Функция f(x), определенная в окрестности некоторой точки х0, называется непрерывной в точке х0, если предел функции и ее значение в этой точке равны, т.е.
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Тот же факт можно записать иначе: 
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Если функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х0, но не является непрерывной в самой точке х0, то она называется разрывной функцией, а точка х0 – точкой разрыва.

Пример непрерывной функции:
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Пример разрывной функции:
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Функция f(x) называется непрерывной в точке х0, если для любого положительного числа (>0 существует такое число (>0, что для любых х, удовлетворяющих условию
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  Функция f(x) называется непрерывной в точке х = х0, если приращение функции в точке х0 является бесконечно малой величиной.

f(x) = f(x0) + ((x)

где ((х) – бесконечно малая при х(х0.

Свойства непрерывных функций.

1) Сумма, разность и произведение непрерывных в точке х0 функций – есть функция, непрерывная в точке х0.

2) Частное двух непрерывных функций 
[image: image284.wmf])
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– есть непрерывная функция при условии, что g(x) не равна нулю в точке х0.

3) Суперпозиция непрерывных функций – есть непрерывная функция.

Это свойство может быть записано следующим образом:

Если u = f(x),  v = g(x) – непрерывные функции в точке х = х0, то функция v = g(f(x)) – тоже непрерывная функция в этой точке.

Справедливость приведенных выше свойств можно легко доказать, используя теоремы о пределах.

Непрерывность некоторых элементарных функций.

1) Функция f(x) = C, C = const – непрерывная функция на всей области определения.

2) Рациональная функция 
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 непрерывна для всех значений х, кроме тех, при которых знаменатель обращается в ноль. Таким образом, функция этого вида непрерывна на всей области определения.

3) Тригонометрические функции непрерывны на своей области определения.

Докажем свойство 3 для функции y = sinx.

Запишем приращение функции (y = sin(x + (x) – sinx, или после преобразования:
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Действительно, имеется предел произведения двух функций 
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. При этом функция косинус – ограниченная функция при (х(0 
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предел функции синус 
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, то она является бесконечно малой при (х(0.

Таким образом, имеется произведение ограниченной функции на бесконечно малую, следовательно это произведение, т.е. функция (у – бесконечно малая. В соответствии с рассмотренными выше определениями, функция у = sinx – непрерывная функция для любого значения х = х0 из области определения, т.к. ее приращение в этой точке – бесконечно малая величина.

Аналогично можно доказать непрерывность остальных тригонометрических функций на всей области определения.

Вообще следует заметить, что все основные элементарные функции непрерывны на всей своей области определения.

Точки разрыва и их классификация.

Рассмотрим некоторую функцию f(x), непрерывную в окрестности точки х0, за исключением может быть самой этой точки. Из определения точки разрыва функции следует, что х = х0 является точкой разрыва, если  функция не определена в этой точке, или не является в ней непрерывной.

Следует отметить также, что непрерывность функции может быть односторонней. Поясним это следующим образом.

Если односторонний предел (см. выше) 
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          х0
Если односторонний предел (см. выше) 
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, то функция называется непрерывной слева.







          х0

Точка х0 называется точкой разрыва функции f(x), если f(x) не определена в точке х0 или не является непрерывной в этой точке.

Точка х0 называется точкой разрыва 1- го рода, если в этой точке функция f(x) имеет конечные, но не равные друг другу левый и правый пределы.
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Для выполнения условий этого определения не требуется, чтобы функция была определена в точке х = х0, достаточно того, что она определена слева и справа от нее.

Из определения можно сделать вывод, что в точке разрыва 1 – го рода функция может иметь только конечный скачок. В некоторых частных случаях точку разрыва 1 – го рода еще иногда называют устранимой точкой разрыва, но подробнее об этом поговорим ниже.

Точка х0 называется точкой разрыва 2 – го рода, если в этой точке функция f(x) не имеет хотя бы одного из односторонних пределов или хотя бы один из них бесконечен.

Пример. Функция Дирихле (Дирихле Петер Густав(1805-1859) – немецкий математик, член- корреспондент Петербургской АН 1837г)
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не является непрерывной в любой точке х0.

Пример. Функция f(x) = 
[image: image296.wmf]х

1

 имеет в точке х0 = 0 точку разрыва 2 – го рода, т.к.
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Пример. f(x) = 
[image: image300.wmf]x
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Функция не определена в точке х = 0, но имеет в ней конечный предел 
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, т.е. в точке х = 0 функция имеет точку разрыва 1 – го рода. Это – устранимая точка разрыва, т.к. если доопределить функцию:
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График этой функции:
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Пример.  f(x) = 
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Эта функция также обозначается sign(x) – знак х. В точке х = 0 функция не определена. Т.к. левый и правый пределы функции различны, то точка разрыва – 1 – го рода. Если доопределить  функцию в точке х  = 0, положив f(0) = 1, то функция будет непрерывна справа, если положить f(0) = -1, то функция будет непрерывной слева, если положить f(x) равное какому- либо числу, отличному от 1 или –1, то функция не будет непрерывна ни слева, ни справа, но во всех случаях  тем не менее  будет иметь в точке х = 0 разрыв 1 – го рода. В этом примере точка разрыва 1 – го рода не является устранимой.

Таким образом, для того, чтобы точка разрыва 1 – го рода была устранимой, необходимо, чтобы односторонние пределы справа и слева были конечны и равны, а  функция была бы в этой точке не определена.

Непрерывность функции на интервале и на отрезке.

Функция f(x) называется непрерывной на интервале (отрезке), если она непрерывна в любой точке интервала (отрезка).

При этом не требуется непрерывность функции на концах отрезка или интервала, необходима только односторонняя непрерывность на концах отрезка или интервала.

Свойства функций, непрерывных на отрезке.

Свойство 1: (Первая теорема Вейерштрасса (Вейерштрасс Карл (1815-1897)- немецкий математик)). Функция, непрерывная на отрезке, ограничена на этом отрезке, т.е. на отрезке [a, b] выполняется условие –M ( f(x) ( M.

Доказательство этого свойства основано на том, что функция, непрерывная в точке х0, ограничена в некоторой ее окрестности, а если разбивать отрезок [a, b] на бесконечное количество отрезков, которые “стягиваются” к точке х0, то образуется некоторая окрестность точки х0.

Свойство 2: Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает на нем наибольшее и наименьшее значения.

Т.е. существуют такие значения х1 и х2, что f(x1) = m,  f(x2) = M, причем

m ( f(x) ( M
Отметим эти наибольшие и наименьшие значения функция может принимать на отрезке и несколько раз (например – f(x) = sinx).

Разность между наибольшим и наименьшим значением функции на отрезке называется колебанием функции на отрезке.

Свойство 3: (Вторая теорема Больцано – Коши). Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает на этом отрезке все значения между двумя произвольными величинами.

Свойство 4: Если функция f(x) непрерывна в точке х = х0, то существует некоторая окрестность точки х0, в которой функция сохраняет знак.

Свойство 5: (Первая теорема Больцано (1781-1848) – Коши). Если функция f(x)- непрерывная на отрезке [a, b] и имеет на концах отрезка значения противоположных знаков, то существует такая точка внутри этого отрезка, где f(x) = 0.

Т.е. если sign(f(a)) ( sign(f(b)), то ( х0: f(x0) = 0.

Функция f(x) называется равномерно непрерывной на отрезке [a, b], если для любого (>0 существует (>0 такое, что для любых точек х1([a,b] и x2([a,b] таких, что

(х2 – х1(< (
верно неравенство                                    (f(x2) – f(x1)( < (
Отличие равномерной непрерывности от “обычной” в том, что для любого ( существует свое (, не зависящее от х, а при “обычной” непрерывности ( зависит от ( и х.

Свойство 6: Теорема Кантора (Кантор Георг (1845-1918)- немецкий математик). Функция, непрерывная на отрезке, равномерно непрерывна на нем.

(Это свойство справедливо только для отрезков, а не для интервалов и полуинтервалов.)

Пример. 
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Функция 
[image: image308.wmf]x
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 непрерывна на интервале (0, а), но не является на нем равномерно непрерывной, т.к. существует такое число (>0 такое, что существуют значения х1 и х2 такие, что(f(x1) – f(x2)(>(, ( - любое число при условии, что х1 и х2 близки к нулю.

Свойство 7: Если функция f(x) определена, монотонна и непрерывна на некотором промежутке, то и обратная ей функция х = g(y) тоже однозначна, монотонна и непрерывна.

Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, если они есть.


[image: image309.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

£

£

-

+

-

<

+

=

1

,

2

1

1

,

2

1

,

4

)

(

2

x

x

x

x

x

x

x

f



[image: image310.wmf]3

)

(

lim

3

)

(

lim

0

1

0

1

=

=

+

-

®

-

-

®

x

f

x

f

x

x

                                      
[image: image311.wmf]2

)

(

lim

3

)

(

lim

0

1

0

1

=

=

+

®

-

®

x

f

x

f

x

x


в точке х = -1 функция непрерывна             в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода      
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Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, если они есть.
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в точке х = 0 функция непрерывна, в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода     
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение непрерывности функции в точке.

2. Приведите примеры функций непрерывных в точке.

3. Дайте определение непрерывности функции на интервале.

4. Что такое точка разрыва? Точки разрыва первого и второго рода.

5. Приведите примеры точек разрыва первого и второго рода.

6. Сформулируйте основные свойства непрерывных функций.

7. Приведите примеры непрерывности элементарных функций.

8. Дайте определение предела функции точке.

9. Дайте определение предела функции на бесконечности.

10. Что такое односторонние пределы функции?

11. Сформулируйте основные теоремы о пределах функций.

12. Что такое первый, второй и третий замечательные пределы?

13. Дайте определение бесконечно малой функции.

14. Сформулируйте основные свойства бесконечно малых функций.

15. Сформулируйте принцип эквивалентности бесконечно малых функций.

16. Дайте определение бесконечно большой функции.

17. Сформулируйте основные свойства бесконечно больших функций.

18. В чем заключается связь бесконечно больших и бесконечно малых функций?

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Доказать, что функция является непрерывной

[image: image315.png]a)f(x)=x+9
6)f(x)=x"+8
8)f(x)=2x"+6x-5
2)f(x) =10x>-12x




2. Найдите точки разрыва функции:

а) у =
[image: image316.wmf]х

-

1

1

           б) у =
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3. Построить график функций и охарактеризовать точки разрыва:

а) f (x) = 
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                             б) f (x) = 
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4. Вычислить предел:

1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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5) 
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7) 
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8) 
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Тема 3.2  Дифференциальное исчисление функции одной действительной переменной

Производная и дифференциал
Рассмотрим функцию y=f(x), непрерывную в некоторой окрестности точки x. Из этого следует, что в этой точке бесконечно малому прира​щению аргу​мента Δx соответствует беско​нечно малое приращение функции Δf.
Производной функции y=f(x) по аргументу х называется конечный предел отношения приращения функции Δf =f(x+Δx) – f(x).  к приращению аргумента Δx , при стремлении     Δx  к 0:       [image: image329.png]Jim TE 40 = ()
e = im JEEER T




Отношение Δf /Δx, как видно из рисунка 1, равно тангенсу угла α, который составляет секущая MN кривой y = f(x) c положительным направлением горизонтальной оси координат. 
Пусть Δx стремится к нулю. При этом точка N будет двигаться вдоль кривой y = f(x), приближаясь к точке M, а секущая MN будет приближаться к касательной к графику функции, при этом её угол наклона α  будет стремиться к углу φ наклона касательной к кривой в точке x. Таким образом, геометрический смысл производной заключается в том, что произ​водная функции f(x)в точке x равна тангенсу угла наклона касательной к графику функции в этой точке.

Физический смысл производной: производная есть скорость изменения функции в точке х. 

Нахождение производной функции y = f(x) называется дифференцированием.

Производная функции f(x) не существует в тех точках, в которых функция не является непрерывной. В то же время функция может быть непрерывной в точке x0, но не иметь в этой точке производной.  Так функция y = x  не имеет производной в точке x = 0, хотя является непрерывной в этой точке.
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Правила дифференцирования.

1. (с)'=0, c-const
2. (f(x)+g(x)-r(x))'=f '(x)+g '(x) - r '(x)



3. (f(x)·g(x))'=f '(x)·g(x)+g '(x)·f(x)
4. (c·f(x))'=c·(f '(x))



5. [image: image332.png]I (x)g(x)—g () F(x)
)




.

Пример. Найти производную функции y=x3.

Решение: Воспользуемся первой формулой в таблице, где n=3, и получим

y=3x3-1=3x2.

Пример. Найти производную функции y= y=[image: image334.png]—2¥x5 =
Vi—2¥x -2




Решение: Для того чтобы воспользоваться формулой преобразуем функцию к табличному виду:

[image: image336.png]y = x2—2x: — 33~



. Тогда  [image: image338.png]S o3 (—at
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Пример. Найти производную функции y=sinx+ex.

Решение: Применим правила дифференцирования к сумме двух табличных функций:

у=(sinx)+(ex)=cosx+ex.

Пример.y=5x-x5
Решение: у=5xlnx-5x4
Пример. Найти производную функции y=[image: image344.png]Bk



. 

Решение: [image: image345.png]_ (2x)'sinx — 2x(sinx)" _ 2sinx
= (sinx)2 =

y'




Теорема о производной сложной функции. 

Пусть функция g(x) имеет производную в точке x, а функция f(z) имеет производную в точке z = g(x). Тогда сложная функция F(x) = f(g(x)) имеет в точке x производную F (x) = f (z) g (x).

Приведем примеры вычисления производной сложной функции.

Пример. Найти производную функции  y=(3x5+2)6.

Решение: Воспользуемся правилом дифференцирования сложной функции. Обозначим 3x5+2=t, тогда у=t6. Получаем

у =(t6)t(3x5+2)x=6t5(35x4+0)=6(3x5+2)515x4=90x4(3x5+2)5.

Пример. Найти производную функции  y=sin5x.

Решение: Рассуждая аналогично предыдущему примеру, обозначим sinx=t. Тогда получим степенную функцию y=t4. Берем производную сначала от степени функции, затем от основной функции:

у=5t4(sinx)= 5t4cosx=5sin4xcosx.

В дальнейшем для упрощения  решения примеров, особые обозначения промежуточных результатов будем опускать.

Пример. Найти производную функции  y=cosx4.

Решение: у =-sinx44x3=-4x3sinx4.

Пример. Найти производную функции y=arcsin[image: image347.png]


.

Решение: [image: image348.png]



Нужно обратить внимание на то, что в производной функции y=arcsinx в качестве аргумента используется [image: image350.png]


. Поэтому производная имеет выше указанный вид. Типичной ошибкой студентов является следующий вид решения:

[image: image351.png]



Пример. Найти производную функции y=ln3tg(e-x).

Решение: 

[image: image352.png]—3In“tg(e™*)e™





Выпуклость и вогнутость функции

Пусть функция f(x) имеет производную в каждой точке промежутка (a;b). Если на промежутке (a;b) график функции f(x) расположен выше любой своей касательной, проведенной в точке этого промежутка, то функция называется вогнутой на этом промежутке (иногда говорят "выпуклой вниз").

Если на промежутке (a;b) график функции f(x) расположен ниже любой своей касательной, проведенной в точке этого промежутка, то функция называется выпуклой на этом промежутке (иногда говорят "выпуклой вверх").

[image: image353.emf]


Точка x0 называется точкой перегиба функции f(x), если в этой точке функция имеет производную и существуют два промежутка: (a;x0) и (x0;b), на одном из которых функция выпукла, а на другом вогнута.


[image: image354.emf]
Будем называть функцию возрастающей в точке x0, если она непрерывна в этой точке и возрастает в некоторой ее окрестности. Подобным образом можно определить функцию, убывающую в точке.

Приведем без доказательства важную для исследования функций теорему.

Еслиf(x) > 0 на промежутке (a;b), то на этом промежутке функция f(x) вогнута. Если f(x) < 0 на промежутке (a;b), то на этом промежутке функция f(x) выпукла.
Из положительности второй производной функции на промежутке следует возрастание первой производной на этом промежутке, а это, как показано на рисунке 5, – признак вогнутой функции. Аналогичным образом иллюстрируется второе утверждение теоремы. 

[image: image355.emf]
Если x0 – точка перегиба функции f(x), то f(x0) = 0.
Приведем другую формулировку достаточных условий экстремума функции.

Если в точкеx0 выполняются условия:
1) f(x0) = 0; f(x0) < 0, тогда x0  – точка максимума;
2) f(x0) = 0; f(x0) > 0, тогда x0  – точка минимума;
3) f(x0) = 0; f(x0) = 0,  тогда вопрос о поведении функции в точке остается открытым. Здесь может быть экстремум, например в точке x0 = 0 у функции y = x4, но может его не быть, например в точке x0 = 0 у функции y = x5. В этом случае для решения вопроса о наличии экстремума в стационарной точке можно использовать достаточные условия экстремума, приведенные выше.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Что называется производной функции в точке?
2. В чем заключается физический смысл производной функции?

3. Что такое дифференцирование функции?

4. Какая функция называется выпуклой (вогнутой)?
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Найти производную функции 

      А) y=tgx-10x  ;   Б) y=ctgxarccosx  ;     В) [image: image357.png]


;  

2. Найти производную сложной функции

А)   y=[image: image359.png]ctg*(Inx)



   ;  Б) y=[image: image361.png]arctg(lnx*)



;   В)y=[image: image363.png]Inctg(Vx)



;   Г) y=(sinx+3)4 ;    

Д)  y=[image: image365.png]gx"+3sinx 4 7



.

3. Найти производную показательно степенной функции:

А)  y=[image: image367.png](Vo)™



;
Б) y=(sinx)x
Тема 3. 3 Интегральное исчисление функции от одной действительной

переменной

Интеграл – одно из основных математических понятий, возникшее в связи с отысканием функции по заданной ее производной и вычислением площади криволинейной трапеции. Эти задачи привели к двум видам интеграла: неопределенному и определенному.

Изучение свойств и методов вычисления интеграла составляет задачу интегрального исчисления. Интегральное исчисление тесно связано с дифференциальным исчислением.

Первообразная. Неопределенный интеграл и его основные свойства
Пусть дана функция 
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Функция 
[image: image372.wmf](
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 называется первообразной от функции 
[image: image373.wmf](
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 на отрезке 
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 если во всех точках этого отрезка выполняется равенство 
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Например, для функции 
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 первообразной будет 
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Всякая непрерывная функция 
[image: image379.wmf](
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 имеет бесконечное множество различных первообразных функций, которые отличаются друг от друга постоянными слагаемыми, то есть, если 
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 есть первообразная от функции 
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. Здесь 
[image: image385.wmf]-

C

 произвольная постоянная.

Совокупность всех первообразных 
[image: image386.wmf](
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 называют неопределенным интегралом и обозначают 
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Таким образом, по определению  
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Функцию 
[image: image391.wmf](
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 называют подынтегральной функцией; 
[image: image392.wmf](
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 подынтегральным выражением; 
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 постоянной интегрирования.

Нахождение первообразной для данной функции 
[image: image394.wmf](
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 называется интегрированием функции 
[image: image395.wmf](
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. Отсюда видно, что интегрирование есть действие обратное дифференцированию.

Правильность интегрирования всегда можно проверить, выполнив обратное действие, т.е. найдя производную функции, получившейся в результате интегрирования. Производная должна быть равна подынтегральной функции.

Свойства неопределенного интеграла
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1

. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции:


[image: image397.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

f

x

F

C

x

F

dx

x

f

=

=

+

=

ò

/

/

/

.

Иначе говоря, знаки производной и неопределенного интеграла взаимно уничтожаются.


[image: image398.wmf]0
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. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной:
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[image: image400.wmf]0
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. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению:
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[image: image402.wmf]0
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. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла:
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[image: image404.wmf]0
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. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгебраической сумме неопределенных интегралов от каждой из этих функций:
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[image: image406.wmf]0

6

. Если
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 произвольная функция, которая имеет непрерывную производную, то
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Это свойство (его называют инвариантностью формулы интегрирования) очень важно. Оно означает, что та или иная формула для неопределенного интеграла остается справедливой независимо от того, или переменная интегрирования есть независимой переменной или произвольной функцией от нее, которая имеет непрерывную производную.

Таблица основных интегралов
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В частности,
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Справедливость этих формул проверяется дифференцированием.

Основные методы интегрирования

Метод непосредственного интегрирования

Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции (или выражения) и применения свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам, называется непосредственным интегрированием.

В ряде случаев простейшие интегралы могут быть найдены путем разложения подынтегральной функции на слагаемые. Тогда в состав каждого интеграла входит постоянная интегрирования, но все они могут быть объединены в одну, поэтому при интегрировании алгебраической суммы функций пишут только одну постоянную интегрирования.

Пример.  
[image: image435.wmf]ò
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Решение: Сначала преобразуем подынтегральную функцию, выполнив деление, а затем воспользуемся табличными интегралами. 
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 EMBED Equation.3 [image: image438.wmf](
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Проверка:
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Как было указано выше, согласно свойства 
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 неопределенного интеграла, он не зависит от выбора переменной интегрирования, то есть, если 
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 – дифференцируемая функция от независимой переменной 
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, т.е. таблица основных интегралов справедлива независимо от того, является ли переменная интегрирования независимой переменной, или дифференцируемой функцией 
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. Выбирая различным образом функцию 
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 можно расширить применение таблицы к непосредственному интегрированию.

Например, 
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 решают по формуле 1. Если заменить 
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, который тоже решается по формуле 1.

При интегрировании часто используют следующие преобразования дифференциала, в которых 
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 и 
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 – постоянные величины.
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IV. 
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 – подведение функции под знак дифференциала.

Пример. Пользуясь этими преобразованиями дифференциала, найти: 
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Решение: 
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Проверка:
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Пример. Пользуясь этими преобразованиями дифференциала, найти: 
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Решение:
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Проверка.
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Метод замены переменной (метод подстановки)

Во многих случаях введение новой переменной интегрирования позволяет свести нахождение данного интеграла к нахождению нового интеграла, который является табличным, т.е. перейти к непосредственному интегрированию. Такой метод называется методом подстановки или методом замены переменной.

Приведем некоторые рекомендации.
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Сделаем замену переменной в подынтегральном выражении 
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В этом случае имеет место равенство
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Если полученный интеграл с новой переменной интегрирования 
[image: image477.wmf]t

 будет найден, то, преобразовав результат к первоначальной переменной 
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, получим искомое выражение.
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 приводятся к рациональному виду подстановкой
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В простых случаях (Задание 1) введение новой переменной 
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 мы выполняли в уме и находили интегралы непосредственным интегрированием (введением переменной под знак дифференциала). Эти же и более сложные примеры, когда введение новой переменной в уме затруднительно, можно решить, применяя метод замены переменной.

Пример. 
[image: image499.wmf](

)

ò

+

1

tg

3

cos

2

x

x

dx

.

Решение: 1-й способ (непосредственное интегрирование).

Введем 
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2-й способ (метод замены переменной).

Используем рекомендации 
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Определенный интеграл и его приложения

Формула Ньютона-Лейбница

Если 
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По формуле Ньютона-Лейбница сначала находят первообразную, а затем находят разность первообразных, соответственно при верхнем и нижнем значении предела.

11.4.2 Замена переменной в определенном интеграле

Пусть дан интеграл 
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Интегрирование по частям

Если функции 
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Пример. 
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Решение.
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Приложения определенного интеграла

 Вычисление площади плоской фигуры
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. Если непрерывная кривая задана уравнением 
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 (рис. 1) вычисляется по формуле
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Если фигура расположена по разные стороны оси 
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 следует вычислять по формуле
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. Если фигура ограничена двумя непрерывными кривыми 
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, прилегающими к оси 
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(рис. 3, 4), то ее площадь равна разности площадей соответствующих криволинейных трапеций и определяется по формуле 
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[image: image548.wmf]0
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. Площадь плоской фигуры в полярной системе координат может быть составлена из площадей криволинейных секторов (рис. 5) и вычисляется по формуле
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
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Решение: Построим графики заданных функций (рис. 6).
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Рис. 6
Переменная 
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Искомая площадь фигуры равна
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
[image: image565.wmf]0
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. Построить графики.

Построим графики заданных функций (рис. 7).
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Искомая площадь фигуры равна
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Вычисление объемов тел вращения

Если тело образовано вращением вокруг оси 
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 кривой 
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Пример. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси 
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 фигуры, расположенной в первом квадранте и ограниченной параболой 
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 Решение: Найдем абсциссу точки пересечения параболы и прямой в первом октанте. Для этого решим уравнение 
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Найдем теперь абсциссу точки пересечения прямой с осью Ох, решив уравнение 
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Таким образом, тело вращения ограничено при 
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Объем тела вращения:
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Для вычисления второго интеграла используем подстановку 
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Пример. Вычислить определенный интеграл по формуле Ньютона-Лейбница, а затем по формуле Симпсона, разбив отрезок интегрирования на 10 равных частей.

Вычисления производить с точностью до четвертого знака. Определить абсолютную и относительную ошибки вычислений.
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 Решение:Вычислим интеграл по формуле Ньютона-Лейбница.
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Вычислим определенный интеграл по формуле Симпсона.
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По формуле Симпсона
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В нашем случае
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Абсолютная погрешность вычислений
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Относительная погрешность
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Что называют неопределенным интегралом?

2. Перечислите основные методы интегрирования.

3. Какие типы интегралов удобно вычислять методом интегрирования по частям?

4. Для вычисления каких интегралов используют формулу Ньютона-Лейбница? 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти неопределенные интегралы методом непосредственного интегрирования: а) сведением интеграла к табличному б), в), г), д), е) пользуясь инвариантностью формулы интегрирования (подведением функции под знак дифференциала).

Результаты б), в), г), д), е)  проверить путем нахождения производной от полученной функции.
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2. Найти неопределенные интегралы методом замены переменной

2.1. 
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3. Найти неопределенные интегралы, используя метод интегрирования по частям

3.1. 
а) 
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4. Найти определенный интеграл методом замены переменной

4.1. 
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5. Найти площадь фигуры, ограниченной графиками функций. Построить графики

5.1. 
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5.2. 
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6. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми, заданными в полярных координатах

6.1
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7. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси 
[image: image666.wmf]x
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 фигуры, расположенной в первом квадранте и ограниченной заданными параболой, прямой и осью 
[image: image667.wmf]x
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7.1. 
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7.2. 
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8.1.-8.2. Вычислить определенный интеграл по формуле Ньютона-Лейбница, а затем по формуле Симпсона, разбив отрезок интегрирования на 10 равных частей.

Вычисления производить с точностью до четвертого знака. Определить абсолютную и относительную ошибки вычислений.

8.1. 
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Тема 3.4 Дифференциальные уравнения
Математическое описание самых разнообразных явлений, происходящих в природе, часто приводит к уравнениям, связывающим независимую переменную, искомую функцию (одной переменной) и производные этой функции. Такого рода уравнения называют обыкновенными дифференциальными уравнениями. (В дальнейшем будем называть их дифференциальными уравнениями). Если в дифференциальное уравнение входит только независимая переменная, функция и её первая производная, то уравнение называется дифференциальным уравнением первого порядка. 

В общем виде его можно записать так: [image: image674.png]F(x,y,y")=0;




если оно решается относительно производной, то его можно записать так: [image: image675.png]y'=1(x,Yy).




Если дифференциальное уравнение содержит ещё и производную второго порядка от искомой функции, то оно на- зывается дифференциальным уравнением второго порядка:

[image: image676.png]F(x,y,y,y")=0.




Основную трудность при решении задач, приводящих к дифференциальным уравнениям, представляет составление самих дифференциальных уравнений. Здесь нет универсального метода. Каждая задача требует индивидуального подхода, основанного на глубоком понимании соответствующего закона физики, химии, зоологии, биологии и умение переводить эти задачи на математический язык.

Рассмотрим задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям.

Пример 1. Найти закон движения свободно падающего в пустоте тела, если пройденный путь начинает отсчитываться от момента времени t = 0 и начальная скорость падения равна нулю. Скорость в этом случае выражается, как известно, формулой [image: image677.png]


.

Решение: Скорость переменного движения есть производная по времени. 
Поэтому [image: image678.png]


=gt (1.1)

Из этого уравнения следует, что функция s есть первообразная функции gt. Следовательно, [image: image679.png]S = [gtdt



или [image: image680.png]


(1.2)

Для определения произвольной постоянной С используем то условие, что начало отсчёта пути совпадает с началом отсчёта времени, то есть при t = 0 s = 0. Подставляя эти значения в равенство (3.2), находим 0 = 0+С, то есть С = 0, и следовательно, окончательно получаем [image: image681.png]


.

Пример 2. (О движении моторной лодки). Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью [image: image682.png]20KM /u
Z)O —



. На полном ходу её мотор выключается и через 40 с после этого скорость лодки уменьшается до [image: image683.png]D, = 8KM/U.



Сопротивление воды пропорционально скорости движения лодки. 

Определить скорость движения лодки через 2 мин. после остановки мотора.

Решение: На движущуюся лодку действует сила сопротивления воды

[image: image684.png]


,

где [image: image685.png]


>0 – коэффициент пропорциональности.

С другой стороны по второму закону Ньютона [image: image686.png]mdad




и, значит, [image: image687.png]ma =—Kuv



или [image: image688.png]


.

Решим это дифференциальное уравнение, разделяя переменные и интегрируя, получим:

[image: image689.png]dt m
@:—Edt;
), m
dv k
—~ =—_|dt;
o= ml

lnv:—K-t+lnC;
m

lnv—lnCz—K-t;
m
lngz—ﬁ.
C m




После потенцирования получаем: 

[image: image690.png]



Найдём С, используя начальное условие [image: image691.png]20KM /u
Z)O —



при t = 0:

[image: image692.png]20=C -e";
20=C-1;
C =20;




Поэтому [image: image693.png]


.

Теперь, используя дополнительное условие – при t = 40c = [image: image694.png]90





 INCLUDEPICTURE "https://ds02.infourok.ru/uploads/ex/1022/0004f221-e06acee3/hello_html_656f476f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image695.png]D=8KM/U



- получаем [image: image696.png]


или [image: image697.png]



Следовательно, [image: image698.png]v=20-(=)"



.

Отсюда искомая скорость равна:

[image: image699.png]5 -90— 5 8 32
v=20-(=) *=20-(=)"=20-—=—"—=1,28(km/u).
(2) (2) 125 25 ( )




ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Какое уравнение называют обыкновенным дифференциальным уравнением?

2. Дайте определение дифференциального уравнения первого (второго) порядка.
3. Приведите примеры задач ,приводящих к дифференциальным уравнениям.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Скорость прямолинейного движения тела задана уравнением [image: image700.png]v=(2t2+t)C—M.
C



 Найти путь, пройденный им за 6с от начала движения.

2. Скорость прямолинейного движения тела [image: image701.png]L= (4t -

6. cm



. Определить путь его за третью секунду.

3. Скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. Если температура воздуха равна 200С, и тело в течение 20 мин. Охлаждается от 100 до 60[image: image702.png]


С, то через сколько времени его температура понизится до 300С?

Раздел 4 Основы теории вероятности и математической статистики
Тема 4.1 Событие. Вероятность события. Случайная величина.

Теория вероятностей – это математическая наука, которая изучает закономерность в случайных событиях. К основным понятиям теории вероятностей относятся испытания и события.

Под испытанием (опытом) понимают реализацию данного комплекса условий, в результате которого непременно произойдет какое-либо событие. Например, бросание монеты - испытание; появление герба или цифры- событие.

Случайными называется событие, связанное с данным испытанием, которое при осуществлении испытания может произойти, а может и не произойти. Слово «случайное» для краткости часто опускают и говорят просто «событие». Например выстрел по цели - это опыт, случайные события в этом опыте- попадание в цель или промах.

Событие в данных условиях называются достоверным, если в результате опыта оно непременно должно произойти, и невозможным, если оно заведомо не произойдет. Например, выпадение не более шести очков при бросании одной игральной кости- достоверное событие; выпадение 7 очков при бросании одной игральной кости – невозможное событие.

События называются равновозможными, если ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие. Например, при бросании монеты выпадение герба или числа- события равновозможные. 

Говорят, что несколько событий в данном опыте образуют полную систему событий, если в результате опыта непременно должно произойти хотя бы одно из них. Например, при бросании игральной кости события, состоящие в выпадении одного, двух, трех, четырех, пяти и шести очков, образуют полную систему событий. Пусть А- случайное событие, связанное с некоторым опытом. Повторим опыт п раз в одних и тех же условиях и пусть при этом событие А появилось т раз. Отношение [image: image704.png]


 называется частотой события А.

При многократном повторении опыта частота события принимает значения, близкие к некоторому постоянному числу. Числовая мера степени объективной возможности события- это вероятность события. Вероятность события А обозначает Р(А).

Пусть из системы n несовместных равновозможных исходов испытания m исходов благоприятствуют событию A. Тогда вероятность события А называют отношение m числа исходов, благоприятствующих событию А к числу всех исходов данного испытания:P(A) = [image: image706.png]


. ЕслиА – случайное событие, то m[image: image708.png]


n и P(A)[image: image710.png]


1;

Эта формула носит название классического определения вероятности. Если B- достоверное (или невозможное) событие, то m=n и P(B) = 1 (m = 0,P(B) = 0). Таким образом, вероятность события заключается в следующих пределах: 0[image: image712.png]


P (A)[image: image714.png]


1.
Независимость случайных событий. Событие B называют независимым от события A, если появление события A не изменит вероятности события В. Если событие В не зависит от события А, то и событие А не зависит от события В; это означает, что свойство независимости взаимно. Несколько событий называют попарно независимым, если каждые два события независимы. 

Суммой А + В двух событий А+В называется событие, состоящее в появлении события А, или события В, или обоих этих событий. Например, если из орудия произведены два выстрела и А- попадание при первом выстреле, или в обоих выстрелах. Если события А и В несовместные, то А+В- событие, состоящее в появлении одного из этих событий, безразлично какого.

Теорема. Вероятность появления одного из двух несовместимых событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий: 

P(A+B) = P (A) + P (B).
Произведением двух событий А и В называют событие АВ, состоящее в совместном появлении этих событий. Например, если А – деталь годная, В – деталь окрашенная, то АВ – деталь годна и окрашена.

Условной вероятностью РА(В)  называют вероятность события В, вычисленную в предположении, что событие А уже наступило. Условная вероятность события В при условии, что событие А уже наступило, по определению, равна:

[image: image715.png]P.(B) = %(P(A) >0).




Теорема. Вероятность совместного появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что первое событие наступило:

[image: image716.png]P(AB) = P(A) - P,(B).




Если производится n независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А одна и та же и равна p, то вероятность того, что событие А появится в этих n испытаниях m раз, выражается формулой Бернулли Pn(m) = Cnk·pm·qn-m, где q = 1-p.
Число m0 называется наивероятнейшим числом наступлений события А в n испытаниях и равно целой части числа (n+1)p, а при целом (n+1)p наибольшее значение достигается при двух числах: m1=(n+1)p-1 и m2=(n+1)p. 

Если р≠0 и р≠1, то число m0 можно определить из двойного неравенства
np-q ≤ m0 ≤ np+p.
Пример 1. В ящике имеется 50 одинаковых деталей, из них 5 окрашенных. Наудачу вынимают одну деталь. Найти вероятность того, что извлеченная деталь окажется окрашенной.
Решение: [image: image718.png]



Пример 2.  Участники жеребьёвки тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 100. Найти вероятность того, что номер первого, наудачу извлечённого жетона, не содержит цифры 5.

Решение: Из чисел от 1 до 100 содержат число 5 девятнадцать чисел. Не содержит число пять – 81 число. Тогда [image: image720.png]P:*—OBl
100




Пример 3. В урне 30 шаров: 10 красных, 5 синих и 15 белых. Найти вероятность появления цветного шара (красного или синего).

Решение: Вероятность появления красного шара                                                [image: image722.png]P(4) = 22 = 2, cunezo wapa:P(B) = = =



  События А и В несовместимы. Теорема сложения приемлема

[image: image723.png]P(A+B)=P(A)+P(B) =
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение вероятности.

2. Запишите теоремы сложения и умножения вероятностей.

3. Какое событие называют достоверным?

4. В каком случае два события называются несовместимыми?

5. Что называют суммой двух событий?
6. Что называют произведением двух событий?
7. Дайте определение условной вероятности.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. У сборщика имеется 3 конусных и 7 эллиптических валиков. Сборщик взял один валик, а затем второй. Найти вероятность того, что первый из взятых валиков конусный, а второй – эллиптический.

2. В урне находятся 3 белых шара и 2 черных. Из урны вынимается один шар, а затем второй. Событие В – появление белого шара при первом вынимании. Событие А – появление белого шара при втором вынимании.
3. В урне 3 белых и 3 черных шара. Из урны дважды вынимают по одному шару, не возвращая их обратно. Найти вероятность появления белого шара при втором испытании (событие В), если при первом испытании был извлечен черный шар (событие А).
4. В урне 20 белых и 10 черных шаров. Вынули подряд 4 шара, причем каждый вынутый шар возвращают в урну перед извлечением следующего и шары в урне перемешивают. Какова вероятность того, что из четырех вынутых шаров окажется два белых?
Тема 4.2 Случайная величина, ее числовые характеристики. Закон распределения случайной величины.

Случайной называют величину, которая в результате испытания примет одно и только одно возможное значение, наперёд неизвестное и зависящее от случайных причин, которые заранее не могут быть учтены. Например, число бракованных лампочек среди 10 купленных есть случайная величина, которая имеет следующие возможные значения: 0, 1, 2,….,10. Случайные величины обозначаются прописными буквами латинского алфавита: X, Y, Zи так далее, а их значения – соответствующими строчными буквами x, y, zи так далее.

Случайная величина называется дискретной, если множество её значений конечно или счетно, то есть множество её значений представляет собой конечную последовательность x1, x2,….xn или бесконечную последовательность x1, x2,..xn,…

Непрерывной называют случайную величину, которая может принимать все значения из некоторого конечного или бесконечного множества. Число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.

Законом распределения случайной величины называют соответствие между возможными значениями и их вероятностями. Его можно задавать таблично, аналитически и графически. Табличное задание закона:
	X
	x1
	x2
	…
	xi
	…
	xi

	P
	p1
	p2
	…
	pi
	…
	pn


где x1,x2,…xn– возможности значения случайной величины Х;

p1,p2,…pn – вероятности случайной величины Х.

События X =x1, X =х2, ... X=хn - полная система попарно несо​вместимых событий, поэтому сумма их вероятностей равна 1.

р 1+ р2 +...+рп = 1.
Пример 1. В издательстве выпущено 100 книг по овцеводству. Лоте​реей разыграны одна книга в 500 руб. и 10 по 10 руб. Найти закон рас​пределения случайной величины х - возможного выигрыша одной книги.

Решение: Возможны значениях: Х1= 500, х2 = 10 ,х3 = 0. Веро​ятности: р1=0,01; р2 =0,1; р3=1 - (р1+ р2) = 0,89. 
Закон распределения:

	X
	500
	10
	0

	P
	0,01
	0,1
	0,89


Функцией распределения случайной величины называют функцию F(x), определяющую вероятность того, что случайная величина X в ре​зультате испытания примет значение, меньшее х, то есть F(x) = P(Xx).
Кроме закона распределения, который дает полное представление о случайной величине, часто используют числа, которые описывают слу​чайную величину суммарно. Такие числа называют числовыми харак​теристиками случайной величины. К ним относятся математическое ожидание, дисперсия и среднее квадратичное отклонение дискретной случайной величины.

Математическим ожиданием (М) дискретной величины называ​ют сумму произведений всех ее возможных значений, умноженных на их вероятности.

[image: image724.png]X %y
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где xi, - значение случайной величины, pi- вероятность случайной величины.

Часто требуется оценить рассеяние возможных значений случай​ной величины вокруг его среднего значения. Дисперсией (рассеянием) D(x) случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания: D(X) = М[Х-М(Х)]2.

Формула для вычисления дисперсии D(X) = М(Х2)-[М(Х)]2.

Свойства математического ожидания и дисперсии:
1. М(С) = С, c-const 1. D(C) = О, c-cоnst

2. М(СХ) = СМ(Х) 2. D(CX) = C2D(X), c-const

3. M(XV) = M(X) • M(V) 3. D(X+V) =D(X) + D(V)

4. M(X+M) = M(X) + M(V) 4. D(X-V) = D(X) + D(V)

Средним квадратичным отклонением ([image: image725.png]


 (х)) случайной величины хназывают квадратный корень из дисперсии: [image: image726.png]


( х ) [image: image727.png]WD'X




Исследование вариационных статистических рядов рассмотрим на примере.

Пример 2.  Дан дискретный вариационный ряд

	X
	1
	4
	6

	N
	10
	15
	25


где X {x1x2, x3} характеристики случайной величины X,N {n1, п2 ,п3} - частоты появления элементов в выборке. Провести исследование дискретного вариационного ряда: 1) найти объём выборки, 2) составить закон распределения случайной величины X, 3) найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение.

Решение: 1) Найдём объем выборки: п= n1+n2+п3=10+15+25=50.

2)Найдём относительные частоты: W1=10/50=1/5, w2=15/50=3/10, w3=25/50у =1/2.

Закон распределения случайной величины X представлен таблицей:

	X
	1
	4
	б

	W
	1/5
	3/10
	1/2


3) Найдём математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратич​ное отклонение:

M=w1x1 + w2x2 + w3x3=l/5 • 1+3/10 ·4+1/2·6=4/4;

D= w1 (x1-M)2 + w2 (x2 -M)2+ w3 (x3 -M)2= 1/5 · (1-4,4) +3/10 · (4- 4,4) +1/2 · (6- 4,4)=3,64;[image: image728.png]


 (x) = [image: image729.png]VDX



=[image: image730.png]


 =1,9

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дать определение дискретной случайной величины.
2. Что такое математическое ожидание?
3. Что такое дисперсия?
4. Что такое среднее квадратичное отклонение?
5. Дать определение закона распределения дискретной случайной величины.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. На пути движения автомашины 4 светофора, каждый из которых запрещает дальнейшее движение автомашины с вероятностью 0,5. Найти ряд распределения числа светофоров, пройденных машиной до первой остановки. Чему равны математическое ожидание и дисперсия этой случайной величины?

2. Охотник стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не более четырех выстрелов. Составить закон распределения числа промахов, если вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,7. Найти дисперсию этой случайной величины.

3. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,8 и уменьшается с каждым выстрелом на 0,1. Составить закон распределения числа попаданий в цель, если сделано три выстрела. Найти математическое ожидание, дисперсию и С.К.О. этой случайной величины. Построить график функции распределения.

4. По цели производится 4 выстрела. Вероятность попадания при этом растет так: 0,2, 0,4, 0,6, 0,7. Найти закон распределения случайной величины XX - числа попаданий. Найти вероятность того, что X≥1X≥1.
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